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Kingesendete Abhandlungen.

Uber das Problem der wvier Punkte bei Anwendung des
Messtisches.
Von Dr. Anton Winckler,

Professor der pl':\klischvu Geometrie und des Situations-Zeichnens an der
k. k. toechnischen Lehranstalt in Briunn.

(Mit I Tafel.)

(Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Jinner 18595.)
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Die praktische Wichtigkeit der Aufgabe, aus der bekannten
Lage dreier Punkte auf dem Felde die Lage eines vierten Punktes
blos durch Messung der Winkel, welche die von ihm nach den gege-
benen Punkten gehenden Visirlinien mit einander hilden, zu bestim-
men, hat, wie bekannt, eine grosse Anzahl von Abhandlungen und
verschiedene Liosungen hervorgerufen.

Diese Losungen, die zum Theile von den ausgezeichnetsten
Geometern herrithren, unterscheiden sich natiirlich darin, ob der
Theodolit oder der Messtisch zur Anwendung kommt.

Bei Anwendung des Theodoliten geschieht die Losung, wie
sich von selbst versteht, nur durch Rechnung, und in dieser Hinsicht
ist die Sache als erledigt zu betrachten.

Nicht in gleichem Masse ist dies bei den bis jetzt bekannten Auf-
losungen der Fall, welche sich auf den Gebrauch des Messtisches
beziechen, wo begreiflich nur die graphische Methode anwendbar 1st.
Denn hier stellt der Praktiker mit Recht die Anforderung, dass die
Auflosung ( das Riickwirtseinschneiden genannt ) in allen Kallen,
welche iiberhaupt eine solche zulassen, leicht (ohne weitliufige
Siitze und Regeln beachten zu miissen), b e quem (obne geometrische
Constructionen mit Cirkel und Lineal und ohne grossere Drehungen
des Messtischblattes), sowie schnell und sicher auf dem KFelde

ausgefiithrt werden konne.
In der That entsprechen die bisher iiblichen Verfahrungsarten

diesen Anforderungen nicht vollstindig, und es scheint zur niheren
Begriindung angemessen, die wichtigsten jener Methoden mit Riick-
sicht auf die angefiihrten Gesichtspunkte in Kiirze zu hetrachten.
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Bekanntlich kommen praktisch nur noch die Methode der directen
Bestimmung des vierten Punktes oder Standortes von Bessel und
Bohnenberger, durch welche ein zweiter Punkt (Hilfspunkt) der
Orientirungslinie nach einem der drei gegebenen Punkte construirt
wird, sodann die beiden Niherungsmethoden von Lehmann und
Netto zur Anwendung.

Das erstere, directe Verfahren leidet, so einfach es sonst zu
sein scheint, wie dies in jedem guten Lehrbuche auseinander gesetazt
wird, an dem Ubelstande, dass unter Umstinden der Hilfspunkt ent-
weder durch einen schlechten Schnitt erhalten wird oder zu nahe an
denjenigen der drei Punkte fillt, welcher mit ihm die Orientirungs-
linie bestimmt, so dass diese unsicher wird, oder endlich, dass der
Hilfspunkt ausserhalb des Tischblattes fallt. Kann man sich in
diesen Fillen anch auf andere Weise helfen, so entstehen daraus doeh
Umstiindlichkeiten. Eine wesentliche Verzogerung der Arbeit entsteht
aber immer dadurch, dass grissere Drehungen des Tischblattes und
in deren Folge wiederholte Einstellungen desselben nothwendig
werden.

Diese Riicksichten waren es wohl, welche zur Aufsuchung
einer anderen, approximativen Losung Veranlassung gaben, hei wel-
cher eine Drehung des Tischblattes von Hause aus ganz umgangen
und wobei, wenn die Orientirung nach Sechiitzung einigermassen
gelungen ist, nur noch sanfte Mikrometerbewegungen erforderlich
werden, welche eine weitere Beriicksichtigung der Libelle nicht
mehr nothig machen. Nachdem nimlich zwei kleine, sogenannte
Fehlerdreiecke erhalten worden sind, welche in Bezug auf die
»mittlere“ Visirlinie eine entgegengesetzte Liage haben, kann man, wie
bekanntlich Lehmann gezeigt hat, durch Schitzung einen Punkt
finden, bei welchem die auf die beiden dusseren Visirlinien gefillten
Perpendikel sich nahezu wie diese Linien verhalten, und welcher
dann ebenfalls nahezu ein Punkt der mittleren Visirlinie ist, nach der
man nun den Tisch orientiren kann. Dieser Orientirung wird aber
meistens  wieder ein Fehlerdreieck entsprechen, und ohne einige
Wiederholungen des Verfahrens wird man wohl selten ganz sehacf
zum Ziele gelangen. So sicher man nun dieses auch erreichen wird,
so beschwerlich wird es demjenigen Geometer sein, der in jener
Schiitzung nicht bald das Rechte trifft, oder dessen Gedichtniss
einen der Lehrsitze nicht treu bewahrt hat, welche Lehmann
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riicksichtlich der gegenseitigen Lage der mittleren Visirlinie und der
Fehlerdreiecke auf empirischem Wege gefunden hat, und welche
spiter von Herrn Professor Hartner in den Sitzungsberichten der
kais. Akademie der Wissenschaften allgemein bewiesen worden sind.

Diese Riicksichten hinwieder migen es gewesen sein, welche
Netto zur Ermittelung eines mehr directen, von blossen Schiitzungen
unabhingigen Verfahrens fiihrten, vermoge welchen aus blos zwei
Fehlerdreiecken ein zweiter Punkt der mittleren Visirlinie dureh Con-
struetion erhalten werden kann. Dieses Verfahren, im weiteren als
hekannt vorausgesetzt, erfordert, wenigstens behufs einer schirferen
Bestimmung jenes Punktes, ebenfalls die Kenntniss der Lehmann'-
schen Sitze, bedingt das Operiren mit sehr kleinen Linienstiicken
vermittelst des Cirkels und liefert den gesuchten Punkt durch einen
einzigen, nicht selten sehr schiefen Schnitt. Ks ist also auch hierbei
nicht jede Hilfsconstruction mit Cirkel und Lineal vermieden, und
wird man wohl ofter, ohne Wiederholung des Verfahrens, eine scharfe
Orientirung des Tisches nicht erlangen kdnnen.

2.

Das Verfahren nun, welehes wir dem Praktiker als in allen
Fillen leicht, bequem und sicher zum Ziele fiihrend empfehlen
mochten, und weleches weder die Kenntniss der Liehmann'schen
Siatze, noch anderer Constructionsregeln voraussetzt, auch den
Gebrauch des Cirkels nicht nothwendig macht, sondern auf rein
mechanische Weise die Lage des Standortes auf dem Messtisch-
blatte mit aller erforderlichen Schirfe liefert, nachdem nur etwa
drei grissere oder kleinere Fehlerdreiecke erzeugt worden sind, —
ein solches Verfahren, welches also allen Eingangs gestellten Anfor-
derungen entspricht, liegt viel nidher als alle vorhin aufgefiihrten
Regeln und beruht auf der folgenden iiberaus einfachen Bemerkung.
Denkt man sich namlich das Messtisehblatt continuirlich gedreht und
in jeder Lage desselben durch zwei der gegebenen Punkte und die
entsprechenden auf dem Felde Visirlinien gezogen und ihre Durch-
schnittspunkte auf dem Blatte bemerkt, so werden diese Punkte in
ihrer Gesammtheit eine krumme Linie — Scheiteleurve — bilden,
welche, wie schon aus elementaren Griinden klar ist, und wie wir
zum Uberflusse noch nither zeigen werden, einem Kreise sehr nahe
kommt, und in welcher derjenige Punkt liegt, durch welchen die
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Visirlinien gehen miissen, wenn die beiden gegebenen Punkte auf
dem Tischblatte in einer zur entsprechenden auf dem Felde paral-
lelen Linie liegen. Da aber drei Punkte auf dem Blatte gegeben
sind, so kann man je zwei derselben auf dreierlei Arten mit einander
verbinden und erhilt also auf beschriebene Weise drei verschiedene
Curven, wovon jede den gesuchten Punkt — Standort — enthalten
muss. Dieser kann also nur im gemeinschaftlichen Durchschnitts-
punkte aller drei Curven liegen und ist durch den letzteren vollstindig
bestimmt.

Die praktische Ausfihrung des hierdurch angedeuteten Ver-
fahrens lasst sich nun einfach wie folgt bezeichnen,

Man orientire den Tisch von Auge aus so genau als moglieh,
und ziehe nach den drei gegebenen Punkten die Visirlinien, welche
im Allgemeinen ein Fehlerdreieck liefern werden. Man drehe hierauf
das Tischblatt vermittelst der Mikrometerschraube einmal nach der
rechten und einmal nach der linken Seite um soviel, dass die beiden
neuen, auf gleiche Weise entstehenden Fehlerdreiecke zu entgegen-
gesetzten Seiten des erstern liegen und etwa grosser als dieses sind.
Bezeichnet man dabei, um Irrungen vorzubeugen, die drei gege-
henen Punkte auf dem Tische mit a, b, ¢, und die Durehschnitts-
punkte der Visirlinien nach « und b, nach @ und ¢, nach & und ¢
heziehungsweise beim ersten Fehlerdreiecke mit v, 3, «, beim zweiten
mit ¥, p', ', und beim dritten mit ¢, p", ", so sind nun e, e, o
and 3, B/, B” und «, ¢/, 9" jedesmal drei Punkte der oben bezeich-
neten Curven. Diese Curven lassen sich, soweit wir ihrer bediirfen,
mit um so grosserer Sicherheit durch einen blossen Freihandzug
construiren, als die Punkte, durch welche sie gehen miissen, fast
immer sehr nahe an einander liegen, die Curven selbst aber dusserst
nahe eine constante Kriimmung haben, ndmlich Kreisbogen sind,
ausserdem durch die Punkte a, b; @, ¢; b, ¢ gehen und sich in einem
semeinschaftlichen Punkte schneiden miissen, so dass bel emiger
Ubung und Sorgfalt riicksichtlich ihrer Construetion jede Willkiir-
lichkeit sich von selbst aussehliesst. In weleh’ hohem Grade dies der
Fall ist, habe ich mich vielfiltiz und unter den verschiedensten Um-
standen praktisch iiberzeugt, und einige wenige Versuche werden
fiir jeden Geometer hinreichen, um alle Zweifel in die vollkommene
Zuverlissigkeit und ungemeine Forderlichkeit des Verfahrens zu

beseitigen.
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Sollte sich indessen zeigen, dass, nachdem hereits drei Fehler-
dreiecke erhalten und die einander entsprechenden Eckpunkte der-
selben durch Bogen verbunden worden sind, diese Bogen sich erst
in ihrer Verlingerung schneiden, dass also die anfingliche Orien-
tirung noch sehr unrichtig war, so erhilt man eben hierdurch den
sichersten Fingerzeig, nach welcher Richtung das Messtischblatt
weiter zu drehen sei, um ein viertes Fehlerdreieck zu erhalten,
welches nun ganz gewiss iiber dem gesuchten Punkte hinaus liegt.
Da nun die drei Curvenbogen mit Sicherheit his zu den respectiven
Eckpunkten dieses neuen Fehlerdreieckes fortgesetzt werden kinnen,
und der Durchschnittspunkt in ihnen selbst und nicht mehr in ihren
Verlingerungen liegt, so ergibt er sich mit derselben Bestimmtheit
wie in dem oben zuerst angenommenen Falle.

Ubrigens braueht kaum bemerkt zu werden, dass, da die Bildung
der Fehlerdreiecke sehr leicht und schnell von Statten geht und da, je
grosser die Zahl derselben ist, um so bequemer die Curven gezogen
werden, es der Bequemlichkeit des ganzen Verfahrens keinen Ein-
trag thut, wenn man iiberhaupt statt drei etwa vier oder finf Fehler-
dreiecke nach einander bildet, die an der Stelle, wohin der gesuchte
Punkt fallen wird, in kleineren Zwischenridumen auf einander folgen.

Nach dem bisher Ausgefiihrten ist ferner klar, dass das obige
Verfahren unmittelbarer und schneller als jedes andere den bekannten
Ausnahmefall, in welehem das Problem keine oder nur eine sehr
unsichere Auflosung zulidsst, anzeigt, den Fall nimlich, in welchem
der Standort mit den drei gegebenen Punkten nahezu oder ganz
genau in einem Kreise liegt. Auf das Stattlinden dieses Falles wird
man nimlich sogleich schliessen, wenn die drei Curven sehr nahe
zusammenfallen und demgemiiss ihr Durchschnittspunkt unsicher wird,
und dies zeigt sich schon auf dasBestimmteste, nachdem drei Fehler-
dreiecke gebildet und ihre entsprechenden Eckpunkte durch Curven-
bogen verbunden worden sind. Bei jeder anderen Lage des Stand-
ortes, und inshesondere dann, wenn die Entfernungen desselben von
den drei Punkten unter sich sehr ungleich sind, werden sich immer
wenigstens zwei dieser Bogen unter so grossen Winkeln durchsetzen,
dass ihr Schnittpunkt mit der nothigen Sehirfe erscheint.

Diese umstiindlichere Darlegung des Verfahrens schien durch
den Umstand geboten, dass dasselbe, so nahe es liegt und so weniger
theoretischer Auseinandersetzungen es erfordert, in keinem der mir
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bekannten Werke, welche diesen Gegenstand behandeln, erwiihnt
wird. In einigen Lehrbiichern iiber praktische Geometrie, z. B. jenem
von Herrn Prof. Grunert, wird (S. 230) nach Bohnenberger
zwar bemerkt, dass man den Standort nidherungsweise dadurch auf
dem Tischblatte bestimmen konne, dass man die sich correspondiren-
den Eckpunkte zweier Fehlerdreiecke durch gerade Linien ver-
binde und ihren Durchschnittspunkt bestimme. Aber abgesehen davon,
dass sich auch bei nahe an einander liegenden Fehlerdreiecken die
meistens ziemlich stark gekriimmten Curvenbogen mit einiger Ge-
nauigkeit zwar der Grosse aber nicht der Richtung nach durch ihre
Sehnen ersetzen lassen, ist eine schnelle und sichere Bestimmung des
Standortes auf diese Weise schon darum unmoglich, weil sich die
drei Sehnen., die man ziehen kann, wohl niemals in einem Punkte
treffen werden, und man also statt des richtigen, drei ungenaue Punkte
fiir den Standort erhilt.
3

Die oben mitgetheilte, auch dem weniger unterrichteten Prak-
tiker zugingliche Auflosung erledigt, wie wir glauben, die immer
noch hiufig zu vernehmenden Einwiirfe gegen die dftere Anwend-
barkeit dieses niitzlichen Problems. In der That wird man sich
desselben nicht nur in dem Falle, wo drei Punkte auf dem Blatte
gegeben sind, wovon keiner sich zur Aufstellung des Instrumentes
eignet, sondern auch in mehreren anderen Fiallen mit Nutzen bedienen,
die wir nun in Kiirze anfithren werden.

A. Wenn in einem der drei Punkte eine Aufstellung zwar
moglich, aber fiir die Detailaufnahme nicht weiter von Nutzen wire,
und nur den Zweck haben wiirde eine Orientirungslinie nach einem
neuen Standorte hin zu liefern, so wird man es vorziehen, sich unmit-
tolbar auf diesem Standorte aufzustellen und denselben, wie oben aus-
einander gesetzt, aus den gegebenen Punkten durch Riickwarts-
einsehneiden zu bestimmen. Man gewinnt dadurch nicht nur an Zeit,
sondern hat vermoge der gleichzeitigen Beniitzung aller drei Punkte
zugleich eine im Verfahren selbst liegende Controle und die Sicher-
heit, den richtigen Punkt erhalten zu haben, welche um so mehr
in Anschlag zu bringen ist, als etwaige Orientirungsfehler, welche
bei jener Hilfsaufstellung eintreten konnten, hierbei ganz vermieden

werden.
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B. Eine weitere nicht minder bemerkenswerthe Anwendung léisst
das Problem vermige seiner leichtern Auflésung in dem Falle zu, wenn
man zwar eine Orientirungslinie nach dem neuen Standorfe hin bereits

besitzt, der durch Seitwirtsabsehneiden nach einem zweiten Fixpunkte
erhaltene Schnitt aber nicht ganz giinstig ist, oder die Controle
nach einem dritten Punkte nicht aushéilt, sondern ein Fehlerdreieck
gibt, so dass man gendthigt wiire durch eine neue Aufstellung des Mess-
tisches eine giinstigere Orientirungslinie von einem andern Fixpunkte
aus zu erheben oder die bereits gegebene zu verbessern, wodureh
in beiden Fillen die Arbeit verzogert wiirde. Statt dessen wird man
den einmal eingenommenen Standpunkt beibehalten, vermittelst der
gegebenen Orientirungslinie den Tisch einstellen und nun den Stand-
ort mit Schiirfe durch Riickwiirtseinschneiden bestimmen. Die Zweck-
missigkeit dieses Verfahrens bedarf fiir den praktischen Geometer
keiner weitern Auseinandersefzung, denn es ist klar, dass es in allen
Fillen das bequemste und sicherste Mittel darbietet, um die durch
mehrere auf einander folgende mittelbare Orientirungen des Tisches
einfretenden Fehler zu beseitigen und den jeweiligen Standort den
Fixpunkten moglichst genau anzusehliessen.

Von den mannigfachen Anwendungen, deren die beschriebene
rein mechanische und von allen geometrischen Lehrsatzen unabhén-
gige Methode zur Liosung schwierig scheinender Aufgaben fihig ist,
und welehen der Leser manche selbst beifiigen wird, mogen nur noch
die folgenden zwei Erwihnung finden.

C. Die Lage zweier Punkfe und die Entfernung eines derselben
vom Standorte ist gegeben; es soll der Tisch orientirt, respective der
Standort bestimmt werden. Man beschreibe mit jener gegebenen Ent-
fernung aus ihrem ebenfalls gegebenen Endpunkte einen Kreishogen
und bilde, nachdem der Messtisch von Auge aus moglichst genau
orientirt ist, mit Hilfe von drei oder mehreren Durchschnitten der
nach den beiden Punkten auf dem Blatte und auf dem Felde gezoge-
hen Visirlinien einen jenen Kreis durchsetzenden Bogen der in Art. 2
erwihnten Scheiteleurve, so wird man, wie nicht ndher gezeigt
zu werden braucht, den Standort aus einer einzigen Aufstellung
des Tisches erhalten. Obgleich diese Aufgabe gewiss nur selten
vorkommen wird, so schien sie doch darum erwithnenswerth, weil
wohl jede andere Auflosungsart zwei Aufstellungen des Messtisches
erfordern wiirde.

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. XV. Bd. II. Hft. 15
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D. Eine éithnliche Behandlung ergibt sich fiir die folgende Aufgabe.
Die Lage dreier Punkte ist gegeben, wovon aber keiner von dem ande-
ren aus sichthar ist. Man besitzt ferner die Orientirungslinie von emnem
dieser Punkte nach einem vierten, — dem Standorte des Messtisches,
kann aber von diesem aus nicht zuriickorientiven, weil sich nach
dem entsprechenden Punkte des Terrains nicht visiren lasst; nach
den beiden anderen gegehenen Punkten dagegen ist die Visirrichtung
frei. Es soll nun der Messtisch orientirt, beziehungsweise der Stand-
ort auf dem Blatte bestimmt werden.

Man orientire den Tisech von Auge aus moglichst genau, bilde
auf angegebene Weise mittelst der beiden sichtbaren Punkte die
Scheiteleurve der Visirlinien und bestimme mit Schirfe den Punkt,
in welechem sie die gegebene Orientirungslinie durchschneidet, so
ist dieser der Standort auf dem Blatte. Eine Hilfsaufstellung 1st auch
hier nicht erforderlich, und es lost sich also diese Aufgabe, welehe, wie
die vorhergehende, meines Wissens noch nicht erirtert worden ist,
auf ganz einfache Art.

Diese Aufgabe kann z. B. in gebirgigen Gegenden beigraphischen
Triangulationen in Killen vorkommen, wenn der gegebene Punkf,
von welechem aus nach dem neuen Standorte rayonnirt werden kann,
viel tiefer als dieser liegt, so dass man den letzteren vom ersteren,
aber nicht umgekehrt diesen von jenem uns anvisiren kann.

4.

Yon rein theoretischem Gesichtspunkte betrachtet, scheint es
angemessen zu sein, hier noch einige Eigenschaften der oben
zur Sprache gebrachten krummen Linien niher zu untersuchen.,
welche der Durchschnittspunkt der Visirlinien beschreibt, wenn die-
selben ber fortgesetzter Drehung des Messtischblattes um seine
Verticalaxe jedesmal durch die sich entsprechenden Punkte auf dem
Felde gezogen werden.

Zur Gleichung dieser Curve scheint man am kiirzesten auf dem
folgenden Wege zu gelangen.

lis seien (Fig. 1) 4, 4, die beiden Punkte auf dem Felde, 0, 0,
die entsprechenden auf dem Messtische, und P der Durehschnitts-
punkt der beiden darauf gezogenen Visirlinien.

Kerner se1 € die Drehaxe des Tischblattes.
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In dem Dreiecke ACA, kinnen alle Seiten und Winkel als bekannt
angenommen werden, und zwar sei:

a=A4C, a =A4,C,

«, o, seien die Winkel bei 4 und 4,
v = o, — o der Winkel bei €. Die Lage der Linie O 0, ist bestimmt

] - oo
aurch die Grossen

r=0C, w=0600,, 06=00,.

Die Linie 00, bilde mit 44, den Winkel 6 und werde als
Absecissenaxe, O als Anfangspunkt angenommen. Es seien ferner:

X, Y und X,, Y, die Coordinaten der Punkte A4, 4 ;
@, y die Coordinaten des Punktes P der in Frage stehenden Curve;
p und g seien die Polar-Coordinaten dieses Punktes, O als Pol und
00, als Anfangsrichtung betrachfet.

Unmittelbar aus der Figur ergeben sich nun fiir die Carve die
folcenden zwei Bestimmungs-Gleichungen

Y = Y X (1)
(x —0) Y= y(X; —09)
wobei X = r cos B + a cos (x —0)

Y = r sin ® + a sin (@ —0)
X,= r cos B + a, cos (a— 0)
Y, = » sin ® -+ aysin (a,— 0).

Hieraus erhialt man

@ ir sin W-+a sin(a —0)} =y ir cos W-a cos (o« —0)] (2)
(.’U——-—-(}) {r S'I:'Il (D)“T"a"l 3[11, (al ...‘O)§ :::3/ {)' COS (6))'{““1(308 (’11_6)—" O\} ’

woraus noch 0 zu eliminiren ist, um die gesuchte Gleichung
zwischen & und y zu erhalten. 7Zu diesem Zwecke verwandle man
in der ersten Gleichung a—01in — 9+ (’/-1 —0) und entwickle die
betreffenden Funetionen, nehme auch mit der zweiten Gleichung
eine kleine Umformung vor, so dass man erhilt:

a (x sin 9+ y cos ) cos (o —0)
— a (@ cos y—y sin7y) sin (@ —0) = r (@ smB—Y cos W),
& y cos (ot—0)—a (v—0) sin (@ —0) = (x—0) r sin B
+ y (06— cos w).

15*
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o/
Wenn nun allgemein zwei Gleichungen von der Form
A cosy -+ B sin C
A, cos Y -+ By sin Y C
gegeben sind und wenn die sechs Coéfficienten von i nicht abhiangen,
so muss, wie man sich sogleich iberzeugen wird, die Gleichung
(A /Yi Aj (/1)2 "‘l— (1)) Cl "'—'.BlC)?‘ S (_({Bl ”—‘.Ajﬂ)")'
oder, was dasselbe ist
: 0 o ] L < Yo ¢ oF " Y
(3) (42 4 B?) C; + (4} + BY) C>— 2 (44, + BB,) CC;
stattfinden. Setzt man nun die dem vorliegenden Falle entspre-

chenden Werthe der Coéfficienten in die Gleichungen (3) ein, so0
ergibt sich, nach einigen Verwandlungen, fiir die Curve die folgende

|I

\l

Gleichung vierten Grades:

+ a2 (224 y?) {(e—2) r sin @ + y (0—r cos B)}*
+ air((@—0)?* 4+ y?) (@ sin B —y cos ®)?
(4) — 2aa,r { (x* + y*) cos y—30 (@ cosy—y sin 7) }
>< {(x—0) r sin Wty (0—r cos W)} (v sin B—Y €0 w )
— ata} {(x* 4+ y?) siny — & (@ siny 4y cos y) } *
Durch Einfiihrung der Polar-Coordinaten vereinfacht sich diese
Gleichung in soferne, als man dann wenigstens den Radiusvector aus

einer quadratischen Gleichung finden kann.
Setzt man namlich
T=pCO8Y, Y=paunp,
so findet sich alshald
+ a2{p (r sin (W—9) + 7 sin p) — or sin B}
4+ a?r2 (p2—2p 0 cos ¢ + 0%) sin® (B—9)
— Qaa,r{p (rsin (B—)+0sing)— dr sin B
< (p cos 73— 0 cos (7 + ¢)) sin (W — ¢)
= a* ai (p sin y—0 sin (g 4 9))>

Wollte man die Curve einer vollstindigen Discussion unterziehen,
so wiirden jedoch die Gleichungen (1) und (2) bequemer sein, als

die eben angefithrten Endgleichungen.
Wir filhren von den bemerkenswerthen KEigenschaften der

krummen Linie die folgenden an.
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A. Wenn die Entfernungen @, @, der Punkte A4, A, von dem
festen Drehpunkte € ohne Ende wachsen, wihrend ihr Winkel ¢ der-
selbe bleibt, so wird die Curve von der Lage der Linie ¢ gegen den
Punkt €, also von7 und & unabhiingig und néhert sich dieselbe mehr und
mehr einem festen Kreise, in welchem o eine dem Peripheriewinkel
7 entsprechende Sehne ist. Dieser Satz, welcher, wie schon in Art. 2
bemerkt wurde, unmittelbar aus elementaren Griinden einleuchtet,
ergibt sich auch ohne weiteres aus der Gleichung (4). In der That,
dividirt man diese Gleichung durchgehends durch a?® a,? und setzt
dann ¢ und @, unendlich gross, so erhilt man

vty = o (@ +y colg. )
welches die dem bezeichneten Kreise zugehorige Gleichung 1st.

B. Die Zweige der (geschlossenen) Curve bieten unter sich drei
Durchsehnifts- oder sogenannte Doppelpunkte dar.

Die Nachweisung dieses Satzes aus der Gleichung (4) und nach
den gewohnlichen Regeln wiirde zu sehr umstindlichen Rechnungen
filhren. Geht man aber von den Gleichungen (1) und (2) aus, so
werden die Weitliufigkeiten und insbesondere die Behandlung einer
Gleichung vierten Grades vermieden, und kommen nur soleche ersten
Grades zur Auflosung.

Man fasse zu dem Ende die Frage nach mehrfachen Punkten 1n
der Weise auf, dass man untersucht, ob es zwei verschiedene Werthe
von O gebe, fiir welche sowohl & als ¥ dieselben Werthe behalten.
Denn gibt es zwei solcher Werthe, so entsprechen diese nothwendig
einem Durchschnittspunkte der Curvenzweige. unter sich.

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend, wollen wir nun mit 0,
und 6 jene zwei Werthe bezeichnen, dann entstehen zu (2) zwel
analoge Gleichungen:

@ {r sin -+ sin (o —0,)} =y {r cosw+a cos(« —0, )} :
(@—8) i sin Bi--ausin (aa—0e)} =y cos T3+ ayeos (s —0:)—2} (9
in welchen nun a und y genau dieselben Werthe wie in (2) haben
sollen. Eliminirt man nun die Griossen @, x—0 und y unter der
Voraussetzune. dass keine derselben Null sei, aus den Gleichungen
(2) und (2°), so ergibt sich zunichst:

rsinw + a sin (« 6 ) r cos 5 - a cos (o — 0)
rsin® + a sin (« — 0))  rceos T 4+ a cos (a— 0,)
r sin T + a, sin (og— 0) r cos W + a, cos (a,— 8 )—9

. ' - : _ — - — s o D
rsin W + ay sin (o— Up) r cos W + ay cos (o— Up)—0
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Daraus erhilt man durch Beseitigung der Nenner und durch Zusam-
menzichen der einzelnen Glieder alsbald die folgenden Gleichungen:

rsin (0 —wW—0) —rsin(a—w—0) =a sin(0—10,),
r s (oq—®—0) — r sin (ay—®—0,)
=" gin (O — OO) -|- 6 (8’1:” (aj o 6) e Sin (0.1 PSS 00))’

oder, wenn man die Formeln:
sin A — sin B = 2 sin (A—B) cos (A -+ B)
sin C = 2 sniC cosiC

in Anwendung bringt und nach geschehener Verwandlung die beiden
. o =00 BN
Gleichungen durch 2 sin - 5 ¢ dividirt:

i
2 2
9 —0,

0 -0
r COS (oc — D 12 O) -+ a cos

00,
2

[

" COS (ai-—fm’ ) ~+ @4 cos

| * v . . 0—()
Eliminirt man hieraus cos

2
- ‘ 0"{‘ O‘) _ . - ‘e . -
indem man —5— von den iibrigen Bogengrossen {rennt, so wird man

leicht zu der folgenden Gleichung gelangen:

?'f‘eo) .

0 COS8 (ocl
2

*und entwickelt dann jeden Cosinus,

b 640, e i cos (ay—B) — a,; cos (a—B)} — ad cos a, |
: r {a sin (o—T) — a, sin (6—®)§ — ad sin o,
Da ausserdem:
0 —0, y

COS — CO8 (a — T
2 a

O+ 0,
p) )’

so sind 0 und 0, vollstindig bestimmt. Es ist auch leicht zu sehen,
dass man nur ein einziges Paar zusammengehiriger Werthe dieser

Grossen erhilt, In der That, bezeichnet man durch ¢ den kleinsten

. e :
Bogen, welcher aus der ersten Gleichung fiir iz - folgt, und mit 7

0—0

den kleinsten Bogen, welcher fiir = aus der zweiten Gleichung

H4-6
5 * getzt, so findet man

)

!

erhalten wird, wenn man darin o fir

als allgemeine Auflosung die Werthe

0 =2kn 4+ 0+ 7 und o =2kyn 4+ ¢ F 7,

wo k£ und %k, ganze Zahlen bezeichnen. Es ist also ohne weiteres
klar, dass diese Gleichungen nur ein Paar verschiedener Werthe
von O und 0, liefern.
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Indessen bedarf es zur Bestimmung der Coordinaten @, y dieses
Carvendurchschnittes keiner weiteren Berechnung dieser Winkel. Man
kann dieselben leicht durch die folgende Bemerkung finden. Lieht
man namlich die Gleichungen (2?) von jenen (2) der Ordnung nach
ab, so ergibt sich nach einigen Verwandlungen:

X

II

y tang (6 -; L PSR )

6 -0
Y tang ( : S — ai)
O+ 0

woraus man nun 2 und ¢, ausgedriickt durch fang ——, erhilt.

o~

Die Entwickelung, aus welcher sich dieser eine besondere Punkt
der Curve ergab, gilt nur unter der wohl zu beachtenden Voraus-
setzung, dass weder x noch 2 — o, noch endlich y Null sei: denn

(5)

|

;IZ‘———-(}

wenn eine dieser Grossen Null ist, bleibt die oben vorgenommene
Elimination nicht mehr zulissig. Um daher zu untersuchen, ob jenen
ausgeschlossenen Fillen nicht ebenfalls Punkte gedachter Art ent-
sprechen, muss man zu den urspriinglichen Gleichungen (1) zuriick-
kehren.

Setzt man darin 2 und y gleich Null, so muss, wenn diese Hypo-
these einem doppelten Curvenpunkte entsprechen soll, ¥; sowohl fiir 0
als 0, verschwinden, woraus man die Bedingungen erhélt :

r sin W -+ a sin (ey—0 ) =
rsin @ + a sin (a—0p) =

aus welchen sich 0 und 6, ergeben. Fiir den Zusammenhang dieser
Werthe erhiilt man noch die Gleichung

B4 0
208 (cc, | ~°) — 0 oder 20— (0+400)= £

)

o

Es findet sonach auch im Anfangspunkte O der Coordinaten ein
Durchschneiden der Curvenzweige Statt.

Sotzt man ferner in den Gleichungen (1) #—2d und y gleich
Null, so muss, wenn hierfir ein doppelter Punki stattfinden soll,
nothwendig Y fiir die beiden Winkel 6 und 0, ebenfalls Null werden,
wesshalb die Gleichungen:

|
—

rsin W 4+ a sin (« |
r sin @ -+ a sin (a—10,)

|
—




230 Winekl|enr,

bestehen miissen. Hieraus ergeben sich die Werthe von 6 und 0,,
zwischen welchen noeh der Zusammenhang, dhnlich wie oben

stattfindet. Folglich ist auch der Endpunkt O, der Linie ¢ ein Durch-
schnittspunkt der Curvenbogen.

Andere Voraussetzungen lassen sich nicht machen, und die
Curve bietet daher drei Doppelpunkte dar.

Die beiden zuletzt nachgewiesenen Punkte hiitte man sehr leicht
aus der Figur direet erkennen konnen: es schien aber von Interesse
zu sein, den analytischen Gang durchgehends beizubehalten, um zu
zeigen, dass es in gewissen Fillen der Vorschriften der Differential-
Rechnung nicht bedarf, um viel bequemer die ,vielfachen Punkte«
nachzuweisen und ihre Lage vollstindig zu bestimmen.

C. Die drei Durchschnittspunkte der Curvenzweige liegen in
dem unfer (4) bestimmten Kreise, welchem, als Grenze, sich die
krumme Linie nihert, wenn « und @, ohne Ende wachsen.

Diese Behauptung rechtfertigt sich sehr leicht aus den Glei-
chungen (), welche fiir alle drei Punkte gelten, da bei ihrer Her-
leitung keine Elimination der Coordinaten stattgefunden hat. In der
That erhilt man ohne eine solche vorzunehmen aus jenen Gleichungen :

0 -0, y tang o - @ y tang oy + (x—10)
Lang e ey o e
2 Yy — & tang « y— (& —0) tang o,

woraus man weiter f{indet:

x*4-y* = 0 (@ +y coty ),

well o, —a =1. Dies ist aber genau die unter (A) gefundene Kreis-
gleichung.

Schliesslich die Bemerkung, dass die dureh den ausserhalb 0 0,
liegenden Curvendurchschnitt gehenden Geraden 04 und 0, A; noth-
wendig den Winkel ¢ mit einander bilden und dass daher der durch
die Punkte 4, 4,, C gelegte Kreis dem oben bemerkten in jenem
Durchschnittspunkte begegnen muss.

D. Wenn 00, zu AA, parallel ist, so geht die diese Linien
halbirende Gerade zugleich durch den Punkt der Curve, in welehem
sich die Linien 04 und 0, 4, schneiden. Dieser Satz lisst sich ana-
lytisch leicht nachweisen, ergibt sich aber auch aus einem bekannten
Satlze der Theorie der Transversalen.

e
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D.

Umn den theoretischen Anhang, wozu uns oben die Auflosung
des Problems der vier Punkte Veranlassung geboten, in sich zu
vervollstindigen, wire nun ausser dem so eben erirterten Falle,
wo die Linie 0 0, fest bleibt und der Winkel der Visirlinien verédn-
derlich ist, noch derjenige zu betrachten, in welchem das Umgekehrte
stattfindet.

Um diesen Fall in Kiirze ebenfalls zu betrachten, denke man
sich (Fig. 2) drei feste Punkte 4, 4;, C, und auf den Schenkeln 4, €
und 4 C des Winkels bei € zwei Punkte 0, 0, angenommen, deren
intfernung = ¢ constant bleibt, sodann von diesen Punkten nach A
und 4, Visirlinien gezogen und die Durchschnittspunkte aller dieser
Linien bemerkt, so werden dieselben einer Curve angehiren, deren
gesetzmissigen Yerlauf man am Kiirzesten wohl auf die folgende Art
ermitteln kann.

Man betrachte die durch C gehende, mit 4 4, parallele Gerade
als Absecissenaxe und den Punkt C selbst als Anfangspunkt der Coor-
dinaten. Es sei wie friiher:

(L:.AC, (61":-.[110

%, ooy die Winkel bei 4 und A,

Y=o, — o der Winkel bei €, und 0 = 0 0,

O der Winkel, welchen 00, mit 44, bildet. Es seien ferner

X, Y und X,, Y, die Coordinaten der Punkte O und 0,, und

x, y die Coordinaten des Punktes P der in Frage stehenden Curve.
Man erhilt nun unmittelbar aus der Figur die beiden folgenden

Bedingungsgleichungen der Curve:

(X —2) (Y —a sina)
(Xfl— L‘) ( Y] -t /5 81N 6(1)

wobei

(Y—y) (X —a cosa)
(Yi—y) (Xi— a cos )

|

Y =X ftang o ; Xi;—X = 0 cos
Y. =X tange ;3 Y,—Y = 0 sin0

oder also:

N N .
- L P DBI Y, o |
.1‘ — T —J’ Q\'IIl (O: 0) . )f —_— - - : OQI/}] (OC PN O)
Sin ¢ » | SN 9 ' |
N » an
¢ 0cosc | | 0 stn o
X, = —=— gin fa—=08), Y= ——sin(a:—70)

SN 9 SIn 9

- P el Ly N i v, W —————

(6)
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Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (6) ein, so ergibt
sich nach einigen Reductionen:

a (2 sin a—y cos o) sin y=0 (@ sin oy —y cos ay—a siny) sin(a—>0)

wy (@ 8in oy —y cos a, )siny==0(a sin a—7y €08 o—a, siny)sin (& —0).

Um aus diesen Gleichungen 0 zu eliminiren, verfahre man in
ahnlicher Weise, wie dies im vorhergehenden Falle geschehen ist
und benutze dabei wieder die daselbst angegebene Gleichung (3).
Man erhiilt dann unmittelbar:

a® (2 sin ay—1y €08 oy— a sin )* (@ sin o—y €08 @ )
+ ai (x sin o — Yy cos &« — agsin ¢)? (v sin ay—yY oS oy )?
— 2aa, cos 7y (v sin ay—1Y €OS Ay — @ Sin )
Y (@ sin a—y cos a—a; SIn V) (x sin a;—1y cos o)

Y (@ sin a— Y cos o)

02 (e Sin o —1y €08 ay—a sin )* (& sin o—1y cos o—ay $in Y )*.

Durch Polar-Coordinaten ausgedriickt, wiirde sich diese Glei-
chung betrichtlich vereinfachen, aber gleichwohl in Bezug auf den
Radius vector vom vierten Grade sein.

Ohne uns auf eine ausfithrlichere Untersuchung dieser Curve ein-
zulassen, moge nur der besondere [all etwas niher erortert werden,
in welechem @ und @, unendlich gross sind. Dann ist die Gleichung:

: 1 SIN o
a, sin oy = a stn o oder ay=a——
St C'/.|

su beriicksichticen. Man konnte nun die dieser Yoraussetzung ent-
sprechende Gleichung der Curve aus der so eben gefundenen erhalten.
Riicksichtlich der dabei moglichen Reduetionen ist es jedoch kiirzer,
anmittelbar von den Gleichungen (6) auszugehen und die gedachten
Annahmen in dieselben einzufiihren. Man findet dann:

(X — @) sino = (Y —19y) cos «

-

(X,— ) sin oy = (Yi— ¥) €08 &y,
oder also
x sin o — 1y cos o = — 0 sin (a — 0)

X SN oy — 1Y COS %

+ 0 sin (a;— 0).
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Addirt und subtrahirt man diese Gleichungen, so erlangt man:

o —1— 0L
0 €08 (__Té.J ——-9)

oL -0y

I

e . OC—]l-dl { 1“
(.—-a, sin + y cos ——) coly iy

o 0.y

|
9 l

|
y
e
=
—
Q
| T
R
D
| —

» a*-al _ 1 &
(+.?3 o8 y s — ) tang % 9
Erhebt man diese beiden Gleichungen ins Quadrat und addirt sie,
so wird man nach einigen nahe liegenden Umformungen die folgende
finden :

o —{- o -2 :
T2 (szn‘3 > cos* 1y - ¢o8? > sin* 59 )
- et - 2 ol
-+ ¥y ( S = sint i + Ccos? 5 cos* } )
0~
25 ' 'o 3 =
— oy sin (a+%1) €08 Y = 5 St

welches offenbar die Gleichung einer Ellipse ist.
Wihlt man die Richtung der Abseissenaxe dergestalt, dass sie

den Winkel ¢ halbirt, so wird o, =-—a, und man erhilt die Glei-
chung in der sehr einfachen Form:

2% sint Ly -+ y? cos* Ly = — sy

oder:

2] 1

o y*

: -y
(0 cot %*‘/2) + (0 tang -g-'y)z

Bezeichnet man die Halbaxen der Ellipse mit ¢ und b, so ist:
a = 0 cotqg Ly . b = 0d tang L9

0 = Vab : tang 17y = .

b

Hieraus ergibt sich die meines Wissens neue Eigenschaft der
Ellipse, wonach sich durch ihren Mittelpunkt jederzeit zwer zur
grossen Axe symmetrische gerade Linien der Art legen lassen, dass
wenn man in denselben irgend zwei Punkte annimmt, deren Ent-
fernung der mittleren geometrischen Proportionale der beiden Halb-
axen gleich ist, und wenn man durch sie zu jenen beiden Geraden
>arallelen zieht, diese sich in einem Punkte der Ellipse schneiden.

Fs ist klar, dass man vermbge dieser Eigenschaft, ohne der
Kreisschnitte zu bediirfen, die Ellipse blos vermittelst gerader
Linien construiren kinne.




